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論 文 要 旨 
 
 Schrödinger 方程式は分散型方程式に分類され, 古くから様々な研究が行われており, 特に, 非線型
相互作用を考慮した非線型 Schrödinger 方程式について多くの研究がなされている. その解は方程式の
もつ分散性と非線型項の相互作用により, 様々な振る舞いを呈する. 基本的な問題として, 初期値問題
の時間局所適切性, 時間大域解の存在とその時間無限大での漸近挙動, 解の有限時間爆発, 定在波解の
存在やその安定性などが考えられる. ここでは, 非線型 Schrödinger 方程式に対して非線型項の構造と
解の正則性および時間大域挙動を考察する . そのために自由解  (非線型項が恒等的に 0 である
Schrödinger 方程式の解) の時間無限大での漸近形を考察することで現れる, 方程式特有の基本振動に
着目する. その基本振動が非線型相互作用により増幅・減衰することで, ある種の共鳴現象が起きるが, 
このような共鳴・非共鳴現象が単独の非線型 Schrödinger 方程式の解の挙動に本質的な影響を及ぼすこ
とが先行研究で明らかにされている.  
 第 2 章では自由 Schrödinger 発展群の減衰評価と同発展群に対するよく知られた modulation と
dilation による factorization 分解を示す. また, 滑らかな解の時間大域存在を示す際に用いる基本的な
不等式を準備する. 
 第 3 章では , Raman 増幅現象を記述する 2 次冪非線形連立系を含んだ , 一般の連立非線形
Schrödinger 方程式系に対して, 解の解析的平滑化と共鳴条件の関係を考察する. ここで, 初期値問題
に対する解の解析的平滑化とは滑らかではない初期函数を時間発展させた解が実解析的となり, 劇的に
正則性が上がる現象のことをいう . 一般に放物型方程式特有の解の平滑化は分散型の非線型
Schrödinger 方程式に対しては見られない. しかし, 本博士論文では解のもつ基本振動と非線型相互作
用の兼ね合いで生じる共鳴現象を数学的に定量化し,  その共鳴条件のもとで解が解析的平滑化効果を





ことを明らかにし, p 次の冪型非線型項と解の未知成分が k 個からなる連立方程式系の解が解析的平滑
化を示すことを証明した. また, Hoshino-Ozawa (2013) は高次元で尺度臨界空間となる Sobolev 空間
上で小さな時間大域解の解析的平滑化現象を示しているが, ここでは基盤となる解空間をゆるめ, 低次
元に対して, 大きな解に対する解析的平滑化を示す. 先行研究では解の実解析性を示す際に整数階の微
分を 2 次の冪型非線型項に無限回作用させ Galilei 変換の Leibniz 則を適用することで評価を行ってい
たが, 冪の次数を上げ, 未知函数の個数を増やした場合, 同様の方法では評価が複雑になり解の解析性
の導出が困難となる. そこで証明にはStein-Weiss (1971) による調和解析の手法をもとにFourier像が
指数函数で特徴づけられる微分作用素を用いることで非線型冪に対する Leibniz 則を簡略化し, より高
次の冪や多項式型非線型項に対しても解の解析的平滑化が成り立つことを示した. 
 非線型 Schrödinger 方程式の初期値問題に対して非線型項の係数の虚部が負である場合, 系の総質量
を表す解の𝐿𝐿2-ノルムは単調に減少する. このため, 方程式の解は分散型と消散型の双方の性質を併せ持
つことになる. 非線型項の係数の虚部が 0 のとき, すなわち純粋な分散の場合に p 次単独冪を有す非線
型問題の解の大域挙動は指数 𝑝𝑝 > 1 に応じて変動する. 特に p > 1 + 2/𝑛𝑛のときは時刻無限大で非線型
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問題の解が自由解に漸近する. このことを散乱現象と呼ぶが, 他方, 𝑝𝑝 <  1 + 2/𝑛𝑛の場合, Barab 
(1984) により解は散乱しないことが示されており, 𝑝𝑝 =  1 + 2/𝑛𝑛 は境目を表す臨界指数となる. この
臨界指数では位相と振幅の修正のもと解が散乱する修正散乱が Ozawa (1991) により示されている. こ
れらの大域挙動は純粋な分散型の場合に成立するが, 非線型冪の係数が負である, いわゆる消散条件下
では Cazenave-Naumkin (2017) と Hoshino (2019) により, 条件 𝑝𝑝 >  1 + 2/𝑛𝑛 の場合に解の散乱現
象が示されている. しかし, 消散条件下では解の𝐿𝐿2-ノルムが時間に関して単調に減少するため, 散乱状
態が自明 (恒等的に 0) となる可能性がある. 本論文第 4 章では得られる散乱状態が非自明であること, 
すなわち解の下からの𝐿𝐿2-評価を示す. 一方で Kita-Shimomura (2007) は消散条件の場合に, 冪の指数
𝑝𝑝 ≤ 1 + 2/𝑛𝑛で解の𝐿𝐿2-ノルムが減衰することを示した. この減衰に関する結果と下からの𝐿𝐿2-評価から, 
指数𝑝𝑝 =  1 + 2/𝑛𝑛は消散型非線型 Schrödinger 方程式の解が𝐿𝐿2-減衰するための臨界指数であることが
明瞭となった. 方程式の消散型先験評価を考察すると, 解を下から評価するためには, 初期値の𝐿𝐿2-ノル
ムが非線型項の𝐿𝐿𝑝𝑝+1-ノルムよりも優位となる必要があり, 一般に小さな解に対しては成立することが
容易にわかる. これに対して, 定理 1.3.2 (下からの𝐿𝐿2-評価) は大きな初期値に対する解の大域挙動の結
果であり, 証明には方程式の対称性に着目し時刻無限大の情報を時刻 0 近傍に反転させる擬共形変換を
用いる. このとき, 初期値の振動要素が系の消散構造に影響を与えることが変換後の方程式に対するエ
ネルギー評価から導かれ, 激しく振動する初期値ほど非線型項の消散効果を妨げ, 結果として解の下か
らの𝐿𝐿2-評価が示される. また, 初期値の振動はそのサイズに影響を与えないため, 大きな初期値に対す
る散乱の非自明性を示すことが可能となる. 
 第 5 章と第 6 章では消散条件下において Sobolev クラスあるいは解析的なクラスに属する解の𝐿𝐿2-減
衰 オ ー ダ ー を 示 し , 系 の 正 則 性 に 応 じ て そ の 減 衰 オ ー ダ ー が 早 く な る こ と を 示 す . 
Hayashi-Li-Naumkin (2016) は消散型非線型 Schrödinger 方程式に対して, 非線型冪の次数が𝑝𝑝 ≤
 1 + 2/𝑛𝑛 の場合に, 1 階弱微分可能な解に対する𝐿𝐿2-減衰オーダーを導出した. この結果を一般化し, 高
階の Sobolevクラスに対する解の𝐿𝐿2-減衰オーダーにSobolev指数が現れることを導き, その極限として
解析的な解に対する減衰オーダーには二重対数補正項が現れることを示した. 減衰評価を示すためには
高階導函数に対する時間一様評価を確立する必要があるが, 散乱現象の臨界指数𝑝𝑝 =  1 + 2/𝑛𝑛の場合, 
解の漸近形の時間減衰が遅くなり, 非線型項が摂動として扱えない. しかし, 解の高階導函数に
Fourier 変換を用いると低階の項同士がキャンセルし最高階の項のみが残る . この事実と 
Hayashi-Naumkin (1998), Katayama-Li-Sunagawa (2014) で示された非線型 Schrödinger 方程式に
対するエネルギー評価を適用することで解の高階導函数に対する時間一様評価を導く. この評価を用い
て, 解の𝐿𝐿2-減衰を示すことができる. その際に, 時刻無限大の漸近形を与える解に関わる常微分方程式
を導出し, その解より𝐿𝐿2-評価が導かれるが, 空間方向の低周波と高周波の分解を行うことにより, 解の
正則性の高周波に対する影響が明確となり, 滑らかさの指標が𝐿𝐿2-減衰の次数に反映する. さらに第 6 章
では, 得られた減衰評価をより精密に分類し, 無限回微分可能な𝐶𝐶∞-クラスと解析的なクラスを補間す
る Gevrey クラスにおける解の𝐿𝐿2-減衰オーダーを考察する. そのために Gevrey クラスで時間一様有界








  申請者の博士論文は, 非線型シュレディンガー方程式の解の正則性と漸近挙動の関係を研究し, 
解析性などの高い正則性と平滑化及び, その解の時間大域的な減衰との関連を研究したものであ
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系の一般化を考察し, 未知函数が k 成分で整数次単項式の冪型非線型項からなる連立非線型シュ
レディンガー方程式系に対し, 各成分が記述する粒子の係数共鳴を再定義した上で, 解の解析的
平滑化を証明した. 既存の結果では高次元で尺度臨界空間となるソボレフ空間上での小さな時間
大域解にのみ解析的平滑化が知られていたが,  解析関数の特徴付けに表象が指数関数で与える微
分作用素を用いることで, 非線型冪に対するライプニッツ・ルールを簡明化し, 初期条件の小さ
さを排除した大きな時間局所解に対する解の解析的平滑化を示している.  
  一方，非線型シュレディンガー方程式の初期値問題は保存則の成立する空間で大域可解性が論
じられるが, これらの保存則はゲージ不変な非線型係数が実数である場合に成立する. 申請者は
非線形項の複素係数の虚部が負の場合で，解の二乗可積分ノルム(以下チャージ)が時間に関して
単調に減少する消散型非線型シュレディンガー方程式を考察し,冪型非線型項の冪が臨界指数より
大きな場合には解のチャージが減衰せず, 指数より小さければ解のチャージが減衰すること, さ
らに臨界指数では, その解の正則性に応じた減衰次数を持ってチャージが減衰することを示した. 
この臨界指数は非線型熱方程式の藤田臨界指数と一致し, ゲージ不変の非線型シュレディンガー
方程式では長距離散乱の発生する臨界指数(バラブ-小澤臨界)として知られるが, 臨界指数より小
さくなると非線型消散効果が優越して解のチャージが減衰する. その際, 解のもつ正則性と減衰
オーダーの関係性を考察し解の高いレベルでの可微分性(ジェブレ指数)と減衰指数の関係を明ら
かにした. とりわけ臨界指数の場合, 解のチャージの減衰を二重対数補正型を与えて明示的に示
した.さらに非線型項の消散効果が相対的に弱くなる, 臨界指数より冪が大きい場合には, 解のチ
ャージは減衰せず, 単調に減少しながら正値に収束することを厳密に証明し，この指数が消散型
非線形シュレディンガー方程式の解がチャージの減衰を起こす臨界指数であることを最終的に示
した. 以上に述べた通り, 申請者は自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を
有することを示している。したがって，佐藤拓也提出の博士論文は，博士（理学）の学位論
文として合格と認める。 
